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Resumo

O presente trabalho apresenta as duas fases iniciais da Engenharia Didatica com o tema
envolvendo o estudo da Sequéncia de Padovan e o numero pléastico o qual foi objeto de estudo
primordialmente por Richard Padovan (1935-?) e Gérard Cordonnier (1907 — 1977). Com o
objetivo de transformar os nimeros de Padovan em um conteudo a ser ensinado, desse modo,
sera feita uma investigacdo tedrica, apresentando roteiros de ensino e transposi¢do didatica em
torno dessa sequéncia linear e recorrente, para que haja uma maior exploragdo no ensino
académico para o estudo de referida sequéncia. Por fim, serdo realizados aperfeicoamentos
académicos por meio de contexto histérico, matematico e epistemoldgico.

Palavras-chave: Engenharia Didatica; sequéncia linear; Teoria das Situa¢des Didaticas.

Abstract

The present work presents the two initial phases of Didactic Engineering with the theme involving the
study of the Sequence of Padovan and the plastic number which was the object of study primarily by
Richard Padovan (1935-?) And Gérard Cordonnier (1907 - 1977). In order to transform the Padovan
numbers into a content to be taught, a theoretical investigation will be carried out, presenting teaching
guides and didactic transposition around this linear and recurrent sequence, so that there is greater
exploitation in the academic teaching to the study of said sequence. Finally, academic improvements

will be made through a historical, mathematical and epistemological context.
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Resumen

El presente trabajo presenta las dos primeras fases de la Did4ctica de la ingenieria con el tema que se
plantea el estudio de la secuencia de Padovan y el nimero de serie que fue el objeto del estudio principal
por Richard Padovan (1935-?) Y Gérard Cordonnier (1907 - 1977). Con el fin de transformar los
numeros de Padovan en el contenido que se va a dar, la actividad de estudio se realizara, presentando
ensefianzas y didactic transposicién alrededor de esta lineal y de secuencia sucesiva, por lo que hay una
mayor explotacion en la educacion académica para el estudio secuencia. Por fin, académica se hara a
través de historico, matematico y epistemolégico contexto.

Palabras clave: Ingenieria didactica; linealizacién; Teoria de las situaciones didacticas.

1. Introducéo

Atualmente, ainda sdo encontradas dificuldades vindas de professores a respeito do
estudo e ensino da matematica. Durante as suas respectivas formagdes académicas, percebe-se
uma grande quantidade de contetdos em fase de pesquisa, dificultando a contextualizacédo
necessaria para que se tenha um melhor entendimento do assunto abordado em sala de aula.

Inimeros trabalhos de pesquisa sdo realizados para que haja melhorias do ensino e
aprendizagem em Matematica no Brasil. Algumas tiveram inicio no seculo XX com o objetivo
de compreender, interpretar e descrever os fenémenos referentes ao ensino e aprendizagem de

Matematica. Pais é um dos especialistas desta habilidade no Brasil, em que afirma:

A didatica da matematica € uma das tendéncias da grande area de educacdo
matematica, cujo objeto de estudo é a elaboracdo de conceitos e teorias que sejam
compativeis com a especificidade educacional do saber escolar matematico,
procurando manter fortes vinculos com a formagdo de conceitos matematicos, tanto
em nivel experimental da préatica pedagdgica, como no territorio teérico da pesquisa
académica (Pais, 2002).

Sdo comuns relatos de alunos da educacdo basica sobre dificuldades na disciplina de
Matematica. Este fato advém da forma como é realizada a abordagem do contetido em sala de
aula pelo professor. Segundo Chevallard (1991) o saber sofre uma transformacéo, chegando a
sala de aula com uma nova metodologia didatica, diferente da estudada na licenciatura ou
bacharelado para que entdo ele possa ser apresentado aos alunos.

Existem muitos obstaculos ao estudar matematica, aparecendo com mais intensidade na
fase de aprendizagem e sintese dos conhecimentos. E comum notar em sala de aula a

metodologia de ensino por parte de alguns professores, principalmente da educacéo bésica,
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onde se da por meio de resolucdo de listas de exercicios semelhante aos exemplos mostrados
em sala de aula pelo professor. Com isso, torna-se o processo de ensino e aprendizagem
repetitivo, além de tornar os discentes estaticos ao conhecimento, ndo instigando o lado
investigativo e histérico do contetdo abordado.

Muitos docentes, aprendem uma determinada metodologia durante a sua formagéo, e
optam por repassar esse método para os seus alunos, mesmo sem saber se essa seré eficaz, ou
se ja esta ultrapassada. Tendo em vista uma grande quantidade de fatores ndo favoraveis para a
formacéo inicial do professor em sua respectiva disciplina de Historia da Matematica do curso
de Licenciatura pensamos em instrumentalizar o processo de formagéo para o estudo e ensino
de Matemética utilizando Engenharia Didatica e a Teoria das Situa¢es Didéticas.

Estas teorias apresentam novos meios para buscar alternativas que melhorem o ensino
aprendizagem em matematica e envolvam o professor, o aluno e o saber, tanto dentro como
fora de sala de aula, tendo como um dos objetivos primordiais da didatica da matematica, a
caracterizagdo de um processo de aprendizagem por meio de uma série de situacGes
reprodutiveis, denominadas de situacdes didaticas, que estabelecem os fatores determinantes

para a evolucdo do comportamento dos alunos. Brousseau afirma que:

Uma situacéo didatica € um conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e ou
implicitamente entre um aluno ou um grupo de alunos, num certo meio,
compreendendo eventualmente instrumentos e objetos, e um sistema educativo (0
professor) com a finalidade de possibilitar um saber constituido ou em vias de
constitui¢do. (Brousseau, 1986).

Assim, ao ocorrer aprendizagem, diz-se que houve uma relacdo simbdlica, mediada pelo
uso de instrumentos e signos, que agiram como estimulos artificiais ou externos, tal como a
relacdo existente entre 0 homem e 0 mundo, na qual o ser humano é capaz de controlar e regular
sua conduta e, assim, construir aprendizagens significativas.

Segundo Brousseau

Quando o aluno torna-se capaz de colocar em funcionamento e utilizar por ele mesmo
0 conhecimento que ele esta construindo, em situacdo ndo prevista de qualquer
contexto de ensino e também na auséncia de qualquer professor, esta ocorrendo o que
pode ser chamado de situac&o adidatica (Brousseau, 1986).

A fim de encontrar alternativas para essa nova abordagem, realizamos estudos através
de trabalhos de Alves (2016) e Santos e Alves (2017) em que relatam a aplicagdo de uma
Engenharia Didatica desenvolvida no curso de Licenciatura em Matematica, apresentando
como objetivo relatar e debater as propriedades conceituais da Sequéncia de Fibonacci sobre o
campo dos numeros inteiros.

Utilizando a Sequéncia de Fibonacci como conteldo matematico, através das duas

metodologias, de ensino (Engenharia Didatica) e de pesquisa (Teoria das Situa¢des Didaticas),
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é possivel descrever um estudo relativo aos modelos de generalizagdo da SF com énfase na
funcdo geradora, explorando as suas propriedades. Buscando possiveis justificativas sobre a
relevancia de sua discussao, sugerimos praticas académicas para alunos do ensino superior do
curso de formacdo inicial de professores, em torno desta sequéncia. Tudo isso ¢é alcancado
através de atividades realizadas na disciplina de Histéria da Matemética do curso de
Licenciatura em Matematica.

Com o objetivo de transformar a Sequéncia de Padovan em um conteudo a ser ensinado,
obtendo um cunho mais investigativo e realizando recortes em seu processo de estudo, foi
adotado neste trabalho a metodologia de Engenharia Didatica com énfase na Teoria das
SituacGes Didéticas fazendo ainda uma investigagdo histérica e epistemoldgica da Sequéncia
de Padovan e do namero plastico.

Como a Sequéncia de Padovan e o0 nimero plastico sdo assuntos sdo pouco conhecidos,
visto que alguns comegaram a estudar mais recentemente, assim estudaremos nas sec¢des
seguintes como forma de contribuir para o aprendizado desses discentes do curso de formacao
inicial de professores, aplicando as duas primeiras fases da Engenharia Didatica (analises prévia

e a priori, com a concepcao de situacdes de ensino) durante este processo (Stewart, 2000).

2. Metodologia

Segundo Pereira et al. (2018), a utilizacdo de métodos cientificos ndo é utilizada
somente na area de ciéncias, porém nao existe ciéncia sem utilizar métodos cientificos. Com
isso, pode-se perceber que o autor enfatiza a importancia da utilizacdo de métodos cientificos
em diversas areas das ciéncias, justificando entdo a escolha de uma metodologia para este
presente trabalho.

A pesquisa realizada neste trabalho, segue baseada em dois modelos metodoldgicos, a
saber: Engenharia Didéatica e Teoria das Situacdes Didaticas. Onde a primeira refere-se a uma
metodologia de pesquisa de Artigue (1988), e a ultima uma teoria de ensino fundamentada em
Brousseau (1986). Um autor que foi tomado como base para essa pesquisa foi Santos (2017),
em que realiza a aplicacdo de uma Engenharia Didatica na sequéncia de Fibonacci no curso de
Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Estado
do Ceara.

Esta analise sera feita fundamentada nas duas primeiras fases da Engenharia Didatica,
que serdo melhor explicadas na proxima se¢do, em associacdo com a Teoria das Situagdes

Didaticas, criando assim situacOes didaticas que sdo analisadas e elencadas para uma possivel
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experimentacao a posteriori.

3. A Engenharia Didatica e a Teoria das Situacdes Didaticas

No inicio do século X1X o matematico Henri Léon Lebesgue (1875 — 1941) comecou a
preocupar-se com a formacdo do professor e as condi¢cBes de ensino entdo adotadas até o
momento. Com isso, a partir dos anos 80 foram criados na Franga, centros universitarios
visando melhorar o sistema de ensino, surgindo entdo a Engenharia Didatica.

Esta metodologia foi criada para analisar as situagdes didaticas. Vale lembrar que “o
termo da Engenharia Didatica designa um conjunto de sequéncias de classes concebidas,
organizadas e articuladas no tempo, de maneira coerente por um professor-engenheiro, com o
fim de realizar um projeto de aprendizagem para uma populagdo determinada de alunos”
(Douady, 1995b). Apoiado nessa afirmacao, pode-se constatar que o professor assume o papel
de um engenheiro, realizando planejamentos em torno dos interesses de ensino dos alunos,
analisando ainda as situacdes didaticas propostas.

A Engenharia Didatica, segundo Artigue (1988), € uma forma de trabalho didatico
comparavel ao trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto, se apoia em conhecimentos
cientificos de seu dominio, aceita se submeter a um controle de tipo cientifico, mas, a0 mesmo
tempo, é obrigado a trabalhar objetos mais complexos que os objetos depurados da ciéncia.

Nessa metodologia, o professor tem o papel de um engenheiro, assim este devera criar
um planejamento, de acordo com cada situacdo, para que os alunos consigam aprender
determinados contetidos matematicos.

De acordo com Santos

Questionamos a grande quantidade de estudos académicos que, em maior ou menor
substancia, sdo portadores de uma retérica cientifica a respeito da formacdo do
professor, em detrimento, da proposicéo de saberes cientificos que indicam roteiros
praticos e operacionalizaveis para o contexto de sala de aula (Santos, 2017).

Com essa metodologia de ensino um estudo acerca do tema é feito, para que haja uma
investigacdo tedrica desses conteldos, e assim possa ter um maior aprofundamento e
embasamento teorico, para que professores possam repassar 0s contetidos aos seus alunos com
uma outra metodologia de ensino afim de melhorar o rendimento.

A Engenharia Didatica, como metodologia descrita por Artigue (1988), é compreendida
em quatro fases: a 12 fase, das analises prévias, a 22 fase, da concepg¢éo e da anélise a priori, a
32 fase, da experimentacédo e a 42 e ultima fase, da analise a posteriori e validacdo. Porém, no

presente trabalho é abordada somente as duas fases iniciais, onde sdo destacados os obstaculos
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epistemoldgicos dos discentes e realizada uma transposi¢éo didatica, fazendo com que néo haja
um prejuizo em relacéo as demais fases dessa metodologia.

A Teoria das Situacfes Didaticas ¢ um modelo tedrico, segundo o qual, considerando o
ensino como projeto e acao social em que o aprendiz se apropria de um saber constituido ou em
constituicdo, a didatica da matematica se transforma numa ciéncia das condigdes de transmissao
e apropriacdo dos conhecimentos matematicos.

Segundo Barbosa (2016) esta teoria € apresentada com um instrumento cientifico tendo
como objetivo integrar as contribuicdes de outras disciplinas, assim, obtendo uma melhor
compreensdo e aperfeicoamento dos contetidos matematicos. E importante ressaltar que o
pensamento do autor € de suma importancia para a compreensao da didatica matematica, pois
com um vasto conhecimento cientifico, nem sempre é possivel obter uma boa compreensédo dos
conteudos, € necessario que haja uma metodologia adequada.

Durante a fase dialética na Teoria das Situa¢des Didaticas, o professor deve esclarecer
os elementos predominante nas etapas dialéticas/didaticas de ensino desenvolvidas por
Brousseau (1986), seja ela de acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo. Assim, 0
conteddo que sera ensinado, sera analisado de acordo com cada uma das etapas segundo esta
teoria, validando assim se houve éxito no processo de investigagdo e, contribuindo para o
processo de ensino e aprendizagem do estudante.

Na Situacdo dialéticas/didaticas de acdo, pode-se dizer que os discentes irdo tentar
resolver as questdes propostas, de acordo com o conhecimento adquirido até entdo. Na Situacéao
dialéticas/didaticas de formulacdo os estudantes irdo transformar as suas resolu¢cdes em uma
linguagem mais apropriada. Durante a Situagdo dialéticas/didaticas de validagdo, serdo
validadas as teorias formuladas, convencendo os demais estudantes. E por fim, na Situacédo
dialéticas/didaticas de institucionalizacdo, o professor ira revelar a intencdo das questfes
propostas.

No decorrer do trabalho, situacdes didaticas sdo criadas baseadas na metodologia de
pesquisa, a fim de explorar o lado investigativo do discente, bem como destacar os obstaculos
epistemoldgicos do contetdo referente a Sequéncia de Padovan e do nimero plastico.

Com isso, podemos analisar a importancia de transformar o conteldo matematico para
obter uma didatica onde ocorra uma maior investigacdo do contetdo, bem como uma anélise
do campo epistémico-matematico. Para isso, uma das alternativas encontradas € abordar um
determinado contetdo com a metodologia da Engenharia Didatica em associa¢do com a Teoria
das SituacBes Didaticas no curso de formag&o inicial de professores.

Nas sec¢Oes seguintes séo realizadas as duas fases iniciais dessa metodologia aplicadas
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a Sequéncia de Padovan e ao namero plastico, tendo duas questdes fundamentais, sendo elas:
1) a importancia das situagdes: situacGes que permitam que os alunos possam construir o
conhecimento matematico; 2) adaptacdo das situacdes ao ensino comum: adaptacoes

realizadas pelos professores durante a implantacéo das situacdes.
4. Aspectos historicos evolutivos da Sequéncia de Padovan e do Numero Plastico

Os nameros de Padovan foram descobertos pelo arquiteto Italiano Richard Padovan

(1935 - ?), nascido na cidade de Padua. Esta sequéncia é semelhante a de Fibonacci, aritmética,
e de nlimeros inteiros, onde os primeiros termos s&o definidos por: P, =F =P, =1e representa

0 seguinte formato:
11,1,2,2,3,45]7,...
Definicdo 1. Para obter esses numeros, existe uma relagdo recursiva, que é dada pela

equacéo:
P =P _,+P ,n23 eonde P, é0on-ésimo termo da sequéncia.

A representacdo geométrica da Sequéncia de Padovan se da através da espiral de
Padovan, conforme mostra a Figura 1. Esta € composta pela justaposi¢do de triangulos

equilateros respeitando uma regra de construcdo caracteristica.

Figura 1. Espiral de Padovan.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Considere o triangulo de lado 1 destacado em azul como o tridngulo inicial. A formacao
da espiral se da pela adi¢cdo de um novo triangulo equilatero ao maior lado do poligono formado,
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iniciando com o triangulo azul.

O holandés Hans Van Der Laan (1904 - 1991) conduziu o curso de arquitetura na
Technische Hogeschool de Delf. Utilizou a basilica cristd primitiva de abadia como exemplo
para treinar arquitetos na reconstrucdo de igrejas ap0s a Segunda Guerra Mundial. Laan e seu
irmdo buscavam padrdes para a arquitetura, e acabaram por descobrir um novo padrdo de
medidas onde a construgdo desse se d& através de um numero irracional, ideal para se trabalhar
em escala geomeétrica e objetos espaciais (retangulos, trapézios, elipses, e etc).

Determinado por ele, este nimero é conhecido como numero plastico ou ndmero

radiante. Além de Richard Padovan, Gérard Cordonier (1907 — 1977) também estudou muitas

das relagdes conhecidas dos nimeros plasticos, porém faleceu antes de publicar os seus estudos.

' ,
b II o, %’j N

Figura 2. Interior da igreja da abadia “Sint Benedictusberg” em Vaals, Holanda, construida seguindo os
principios arquiteturais de Dom Van der Laan baseados no nimero pléastico.

Fonte: Nieuw Archief voor Wiskunde.

Na Figura 2, € mostrada uma aplicacdo do nimero plastico em uma igreja construida
seguindo os padrdes estudados pelo holandés, onde as suas formas foram regidas pela
propriedade deste niUmero conhecido como ndmero plastico ou nimero radiante.

Richard Padovan encontrou o numero plastico, o qual é a relacdo de convergéncia v,
entre os termos subsequentes de sua sequéncia. Seja Pn a sequéncia de Padovan e y a constante

plastica definida por:

lima 2y 21,32

Definicdo 2. Tal grandeza constitui uma das solu¢fes da equacdo cubica x3—x—-1=0

e que representa uma da equagdes cubicas que pertence a familia das trinémios descritos do

tipo X" —x-1=0,n=2,3...
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Lema 1. O namero plastico é uma Unica solugdo real da equacdo cubica caracteristica
da Sequéncia da Padovan, conhecida por x3—x—1=0, onde as suas raizes sdo conhecidas
como familia dos nimeros plasticos.

Demonstracdo. Esse resultado pode ser demonstrado através da formula de Cardano,

onde de acordo com a equagéo do tipo: x3+ px+q = 0€ possivel obter as raizes atraves de:

X = 3j+ q_2+r_3 + 3__q- q_2+r_3
2 \/4 27 2 \/4 27

Logo, para fins de resolugdo da equacdo cubica mencionada acima, temos:

p = g = -1. Substituindo na férmula das raizes, temos:
—1)2 _
N N (G N o e V[ Vi
2 4 27 2 4 27
1 ,1 -1 1 ’1 -1
3|+ | —+— 4+ 3—- |+ =
2 \4 27 2 \4 27

Assim, temos:

poita o w gt B L 1 3247170572447460250600085... W
> Na 27 T\2\a 27

Spinadel e Buitrago (2009) explicam que Hans van der Laan, arquiteto e membro da

ordem beneditina, introduziu de forma pioneira a nocao de namero plastico.

Uma forma de obter qualquer elemento de uma sequéncia, sendo esta linear e recursiva
é através da Matriz Geradora Q. Esta técnica foi aplicada por Falcon e Plaza (2007) para a SF,
e neste trabalho a mesma ideia sera aplicada para 0os nimeros de Padovan. A SP possui uma
Matriz-Q de ordem 3x3, a qual quando elevada a n-ésima poténcia, pode-se obter 0 n-ésimo
termo desta sem o célculo da recursividade.

Definicédo 3. De acordo Sokhuma (2013) e Seenukul (2015), tem-se a relagcdo matricial
representada por:

Q=

~ o o
=N
o L, o

Atrasando a sequéncia, alterando os valores iniciais destes numeros para: 0,0,1. Assim,

ao elevar esta matriz a n-ésima poténcia, tem-se que:

Pn—1 I:>n+1 n
n
Q = Pn Pn+2 n+l ’n23
I:)n+l Pn+3 n+2
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Existe ainda uma fungéo geradora que permite a resolucdo de recorréncias lineares com
coeficientes constantes. Tal procedimento demonstrou como encontrar 0s numeros de
Fibonacci sem ser necessario calcular todos os nimeros que o procedem (Koshy, 2001).

Definicdo 4. Para Padovan, e de acordo com Ferreira (2015), considerando
P,=P,=1P, =0, tem-se que:

1+x
1-x2—-x3

Nos paragrafos predecessores, abordamos, de forma sucinta, um conjunto de defini¢cdes

G(RP,x)=

matematicas que confirmam um processo matematico e epistemoldgico evolutivo, intimamente
determinado a condicionado pelo modelo estudado e discutido inicialmente por Richard
Padovan. Com o escopo de vislumbrarmos o Vviés historico e epistemoldgico objetivado aqui,
trazemos ao leitor na tabela 1 abaixo, informac6es simplificadas e visceralmente condicionadas

pelo processo evolutivo da sequéncia.

DEFINICOES E LEMAS DESCRICAO
MATEMATICOS

P=P,+P ,nx3 _ _
Descricao da sequéncia

numérica de Padovan.
(Richard Padovan)

x3-x-1=0
Polindbmio caracteristico da

Sequéncia de Padovan. (Voet
& Schoonjans, 2009).

1 1 1 1 1 1 Numero Pléastico (relagdo de
w=3=+ /——— + 3=- /——— ~ 1,32 o
2 V4 27 2 \4 27 convergencia entre os termos
vizinhos da Sequéncia)
(Spinadel & Buitrago, 2009).

10
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010 Matriz geradora Q da
Q=(0 0 1|, sequéncia de Padovan
110 (Sokhuma, 2013).
Pn—l n+1 n
Qn = I:)n I:)n+2 n+l N 2 3
Pn+l n+3 n+2
G(P,x) = 142 X : Funcdo Geradora da
1-x2-x Sequéncia de Padovan
(Ferreira, 2015).

Tabela 1. Definigdo epistemoldgico-evolutiva da Sequéncia de Padovan.

Fonte: Elaborada pelos autores.

A tabela 1 apresenta um aparato das definicdes e lemas matematicos apresentados nesta
secdo, bem como sua breve descricdo referendados autores que realizaram estudos relacionados
a estes contetdos matematicos para que sirva como um auxilia durante estudos em torno desta
sequéncia. Assim, serdo mostrados alguns elementos que tem por finalidade tracar os interesses
em nossa investigacdo histdrica, desenvolver um roteiro com a Sequéncia de Padovan, visando
melhorar a metodologia de pesquisa e de ensino, adotando a Engenharia Didatica como meio
para alcangar tais objetivos.

5. Analise Prévia

A primeira fase da Engenharia Didatica segundo Artigue, Douady, Moreno e Gomez
(1995), tem como objetivo responder questdes levantadas, além de validar as hipoteses
indicadas. E importante determinar e selecionar os elementos que permitem o comportamento
dos estudantes. Durante este processo, é necessario que o professor promova a interagdo do
aluno, a fim de produzir conhecimento. Assim, o estudante comecard a ganhar uma maior
confianca e dominio em relagéo ao conteudo visto em sala de aula.

Existem dois elementos que devem ser destacados nesta fase, sendo eles: estudo da
organizacdo matematica e analise didatica do objeto matemético escolhido. Assim, para 0
primeiro elemento é importante observar o surgimento da formula matemética abordada,

entendendo a sua funcdo atual na matematica, os obstaculos epistemoldgicos, entre outros
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aspectos. Para o segundo elemento € interessante notar a importancia da analise de livros de
Historia da Matematica, tendo em vista como a formula é abordada, percebendo o papel da
historia da Sequéncia de Padovan; obstaculos epistemologicos identificados pelos autores;
prever as possiveis concepcdes inadequadas dos alunos, entre outros pontos.

A hipoétese de investigacao sera realizada respondendo a pergunta 1 da secdo anterior.
Os elementos apresentados acima, serdo melhor abordados na secdo seguinte, a fim de uma
maior significacdo em nossa investigacdo, tendo em vista 0 ensino de propriedades da

Sequéncia de Padovan e do numero plastico.
6. Andlise a priori

Nesta fase de experimentacdo, o professor deve proporcionar uma pratica de maneira
controlada, para que a sua intervencdo acontegca no momento correto, proporcionando uma
visdo mais investigativa por parte dos estudantes. Assim, ressalta-se o professor como mediador
de aprendizagem, tendo o papel de prever acdes comportamentais que favorecam ou ndo o
desenvolvimento do conhecimento, agindo concomitante com a epistemologia, cognitiva e
didatica (Almouloud & Coutinho, 2008). Com isso, é importante destacar que uma situacao
didatica consiste em o aluno obter sucesso com 0s Seus proprios méritos e, através de
ferramentas oportunizadas pelo professor.

Conforme discutido anteriormente, aqui serdo elaboradas algumas situacdes de ensino
para a Sequéncia de Padovan, bem como o nimero pléstico, sendo todas essas estruturadas pela
Teoria das Situacdes Didaticas.

Situagdo problema I: Qual a solugdo real da equagdo ¥3 —y — 1 = 0 ? De maneira
semelhante como ocorre na Sequéncia de Fibonacci, onde a razéo de convergéncia é relacionada
com o numero de ouro, que relagdo esta solugdo possui com o nimero plastico?

Situacéo de acdo: Os discentes devem perceber que a equacdo polinomial possui apenas
uma solucdo real, sendo as outras duas complexas. Logo, é importante que o professor estimule

o0 aluno a trabalhar apenas com a solucdo real, podendo utilizar a formula de Cardano para tal

W= 1+ ’i_i + oL ,i_i ~ 1,32
2 \4 27 2 \4 27

Situacdo de formulacdo: E importante que o estudante relembre a relacdo entre a

resolucéo e encontrar:

Sequéncia de Fibonacci e o numero de ouro. Com o0s numeros de Fibonacci, ao resolver o
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1+4/5

polinbmio caracteristico x2—x—1=0, sdo encontradas duas raizes reais X= . Onde

~1,61¢ valida para a relacdo de convergéncia entre os termos vizinhos,

o1+
apenas a solucgéo

sendo conhecida como numero de ouro (razdo aurea). Assim, para a Sequéncia de Padovan,
serdo descartadas, no momento, as raizes complexas, e utilizando somente a real conforme
encontrado na situacao acima.

Observando a razdo de convergéncia i entre os temos vizinhos da sequéncia, esta pode

ser definida como ¥ = lim =L

n—o

~1,32 e para a Sequéncia de Padovan, considerando os 12

n

. P, 49 . i
termos ja calculados temos que ¥ = B = 37 ~ 1,32, pode-se entdo notar a proximidade entre

11
arazao de convergéncia y e a raiz do polindmio de Padovan.

Situacdo de validacdo: O professor deve estimular a pesquisa e investigacdo aos
estudantes. Assim, percebam que de acordo com Spinadel e Buitrago (2009), é possivel mostrar
gue esses 0 numero de ouro e 0 numero plastico diferenciam-se de acordo com os valores
atribuidos para m e n, assim denominados numeros morficos.

Um numero real p>1 é chamado de numero morfico quando existem nimeros naturais

m e n, tais que:
p+l=p"e ptl=p”

Se o valor de m e n, forem substituidos respectivamente por 2 e 1, teremos:

p+1=p?2
p=1=p~

para a SF, conhecido como numero de ouro.

= p?2—p-1=0, onde as raizes foram encontradas na situacao anterior

Agora se m e n for substituido por 3 e 4, obteremos o nimero plastico.

p+1=p’ p*-p-1=0° R : .
= , Que possui uma unica raiz real conhecido como nimero

p=1=p* [p°-p*-1=0
plastico (Sequéncia de Padovan).

Situacdo de institucionalizacdo: Nesta fase, as informacdes até entdo adquiridas pelo

grupo, devem conduzir uma busca mais aprofundada de outras formas de calcular este nimero
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plastico atraves dos trabalhos de Marohnic (2012) e lliopoulos (2015), para que haja um melhor
esclarecimento acerca do tema abordado.

Situacdo problema Il: Tomando como base a matriz geradora Q da Sequéncia de
Padovan e sua funcdo geradora como forma de generalizacdo, podemos obter uma nova matriz
geradora Q com outras propriedades, e uma outra funcdo geradora para esta sequéncia?

Situacéo de acdo: O professor deve estimular os estudantes para que obtenham a matriz
geradora Q e a funcdo geradora da Sequéncia de Padovan, tomando como base a matriz Q
(Sokhuma, 2013):

0 1 0 Pn—l n+l Pn
Q: 001 € Qn_ I:)n I:)n4r2 I:)nJrl ’n23
1 1 0 Pn+1 n+3 n+2

1+x

A funcao geradora G(P, x) = 1 : da Sequéncia de Padovan, deve ser a base para

— X4 —

a identificacdo de uma outra funcdo geradora de Padovan (Ferreira, 2015). Essa funcéo é
inicializada com outros termos, servindo como base para o desenvolvimento de uma nova
formula matematica, alterando os termos de entrada desta sequéncia.

Situacdo de formulacdo: Os estudantes devem identificar a matriz geradora Q de

Padovan. Utilizando os valores iniciais como P, =1 P, =0,P, =1, esta matriz pode ser dada

por:
0 1 0 Pn Pn—1 I:)n—2
Q =1 01 € Qn = Pnfl + Pnfz I:)n—2 + I:)n—3 Pn—3 + Pn—4 N >4
1 0 0 Pn—l Pn—2 Pn—3

Os alunos devem ainda encontrar a funcéo geradora de Padovan como sendo:

1

G(P,x)= PR

Situacdo de validacdo: Por inducdo, os alunos devem provar a propriedade da matriz
geradora Q de Padovan, assim como a fungdo geradora.

Demonstragédo. Utilizando o principio da indug&o finita para provar o teorema da matriz

geradora Q de Padovan, tem-se que para n = n+1:

Qn+1 — QnQ
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P, P, P, 010
Q" =P ,+P, P,+P ., P +P_,|/1 0 1
P P, P 100
(PatPths) R P
- (Pn—Z tRs P that Pn—5) (Pn—l + Pn—Z) (Pn-z + Pn—3)
(Pn—2 t Pn—3 + Pn—4) Pn—l Pn—2
I:)(n+1) I:)(n+1)—1 P(n+1)—2
Qn+1 = (P(n+1)—1 + P(n+1)—2) (P(n+1)—2 + P(n+1)—3) (P(n+1)—3 t P(n+1)—4)
i P(n+1)—1 P(n+1)—2 P(n+1)—3 i

Demonstracdo. Funcéo geradora de Padovan. Uma fungdo geradora de nimeros € uma

série formal em que os seus coeficientes obtém informacdes sobre uma sucessdo (a,)com

ne¥, sendo uma fungdo G(a,, x) definida pela série:

G(a, X) =Y a,X" =a,.X° +a,.x' +a,.X* +a,.x> +...
n=0

Assim, como ocorre na Sequéncia de Fibonacci, para Sequéncia de Padovan essa fungéo

é multiplicada por x2,x3nas equacdes abaixo. Isto ocorre devida a sua relagdo de recorréncia,

onde existe um salto do termo vizinho, e s6 entdo acontece a soma dos outros dois termos para

obter o préximo.

Logo, essa fungédo pode ser escrita da seguinte forma para a Sequéncia de Padovan:

G(P,X) =P, + P.X+P,.x2+ P,.x3+ P, .x" +...
x2G(P,,X) = P,x2+ P,.x3+ P,.x* + P,.x* + P,.x° +...

X3G(P,X) =P x}+P.x* +P,.x° + P,.X* + P,.X" +...
Baseado na  equacdo G(P,,x) —[x2G(P,,x) + x3G(P,,x)], €

P,=1P =0,P, =1, temos:
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G(R,, X)(1-x2=x3) =P, + P.x+ (P, —R).x2
G(P,,x)(1-x2-x3) =1
1

G = e

W

Situagdo de institucionaliza¢do: Quando o conhecimento é construido e validado, este
ira fazer parte do patrimonio da classe (Almouloud, 2007). Todas as situa¢des anteriormente
citadas, tais como: nova matriz geradora Q da Sequéncia de Padovan e a funcdo geradora, foram
encontradas como forma de aprofundar os conhecimentos sobre Sequéncia de Padovan. Tal
discussdo deverad promover no sentido de compreender a evolugdo desses modelos matematicos

a fim de que haja alguma contribuigéo por parte dos estudantes acerca do tema.
7. Alguns elementos na validacdo da Engenharia Didatica

Aqui é feita mais uma etapa onde é realizada a validacdo interna e externa, das fases
mostradas anteriormente da sequéncia. Na primeira, estudos e verificacdes da evolucdo de
condutas sdo desenvolvidos. Na segunda, as producfes sdo comparadas antes e ao longo do
estudo sobre a sequéncia, ou seja, pode haver ainda um experimento, onde ¢ feita a comparacéo
por meio de questionarios e exercicios respondidos pelos estudantes ao longo de todo o
processo.

Durante as duas fases iniciais da Engenharia Didatica (analise prévia e a priori)
conseguimos identificar algumas caracteristicas que envolvem as propriedades da Sequéncia de
Padovan. Assim, as situacdes aqui apresentadas podem suprir a necessidade de acesso por parte
dos professores que atuam em ambiente académico, visto que determinado assunto é bastante
limitado em livros que trabalhem a disciplina de Histdria da Matematica.

Logo, o professor devera discutir com um grupo de estudantes uma tabela evolutiva da
SP e do nimero plastico, tomando como referéncia da Sequéncia de Fibonacci, que foi a partir
desta que comegou o estudo de sequéncias numericas, € 0 Seu processo evolutivo.

A tabela abaixo ira auxiliar o professor visando institucionalizar, conforme a situacéo

didatica/dialética, enriquecendo a cultura académica dos alunos.

Descrigao e definicao formal Representag¢do da forma matricial e fungao

geradora da sequéncia de Padovan
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IDn = Pn—Z + Pn-ai n>3 Pn = Pn_z + Pn_31 N2>3, novos valores de

da:P, =1 P =0,P, =1
Po = P1 =1 (Richard Padovan) entrada:To ' ?

x3—Xx—1=0 (Voet & Schoonjans, 2009) 1x® —0x2 —1x* —1x° = 0 (Obtengdo do

Polindbmio Caracteristico de Padovan)

1 1 1 1 /1 1
\/1 11 \/1 11 "’Z\/E+\)Z_E +i/§'\ﬁ_§ =132
W:3—+ —_—— + —- | ——— A 1!32
2 \4 27 2 N4 27
(Numero Plastico)

(Spinadel & Buitrago, 2009)

010
01 Q=l1 0 1
Q=0 0 1, 10 0
11
Pn I:)n—l Pn—Z
P, P. P Q"=|P,+P, P,+P . P_,+P_, |,n>4
Q"=| P P, P.,|n=3 P P, P,
P P R (Sequéncia de Padovan)

(Sokhuma, 2013)

1+ X
_X2_X3

G(R,x)= % (Sequéncia de Padovan)
G(R.X) =7 Lo

(Ferreira, 2015)

Tabela 2. Quadro simplificado sobre o processo evolutivo das definicbes matematicas formais decorrentes do
modelo de Padovan.

Fonte: Elaborada pelos autores.

Com a tabela 2, é possivel que os discentes sintetizem melhor o processo evolutivo
referente ao contelldo em estudo da sequéncia de Padovan, observando assim a inicializagdo da
sequéncia com outros valores iniciais, verificando que mesmo assim ndo sera alterada a relagéo
de convergéncia (numero plastico). Pode-se notar ainda que é proposta uma nova matriz
geradora Q e uma funcdo geradora, preservando a relacdo de recorréncia e padrdes destes

ndmeros de Padovan.
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8. Considerac0es Finais

Foi abordado neste trabalho, os fatores fundamentais que devem estar presentes no
planejamento sistematico de uma etapa de preparacdo, realizando uma transposicdo didatica
envolvendo o tema da Sequéncia de Padovan e o numero pléstico. Com origem na Sequéncia
de Fibonacci, percebemos que € possivel generalizar e estender estas sequéncias numéricas,
criando novas propriedades, muitas vezes negligenciadas por autores de livros de Histéria da
Matematica.

Para a Sequéncia de Padovan foram apresentadas sua formula de recorréncia, o
polindmio caracteristico, a matriz e funcdo geradora, bem como a obtengdo do nimero plastico.
Devida as dificuldades apresentadas durante o processo de aprendizagem, buscou-se aplicar a
metodologia de ensino conhecida como Engenharia Didatica, visto que esta manifesta uma
maior atencdo na modelizacdo e planejamento das a¢Oes didaticas dos professores.

De modo particular, apesar de ndo receber a devida atencdo por parte dos autores de
livros de Historia da Matematica, a Sequéncia de Padovan e o numero plastico sdo bons
exemplos de estudo de sequéncia linear recorrente, bem como a sua relacdo de convergéncia
entre 0s termos vizinhos. Esse estudo requer uma aten¢éo por parte do professor de Matematica,
onde este deve manifestar interesse pela abordagem historico-matematica.

Tendo em vista 0 processo investigativo previsto por uma Engenharia Didatica, pode-
se constatar a descricdo das situacdes didaticas, envolvendo algumas propriedades que foram
verificadas por inducdo matematica além do contetdo ter sido investigado historicamente e
epistemologicamente, fazendo com que envolvam um conhecimento mais aprofundado em uma
disciplina de graduacdo em Matematica, cuja interface com a Histéria da Matematica se mostre
mais acentuado.

Assim como o numero de ouro esta para a Sequéncia de Fibonacci, da mesma forma o
namero plastico esta para a Sequéncia de Padovan. A presente proposta de Engenharia Didatica,
restrita as duas primeiras fases, possibilita a obtencdo de uma maior cultura matematica por
parte do professor, que muitas vezes é desconsiderado por parte dos autores de livros de Histéria
da Matemética.

Com isso, 0 objetivo de transmitir aos estudantes o entendimento dos processos
matematicos e de suas condicdes histdricas deve ser alcangada utilizando tal metodologia de
ensino. Durante as aulas, os professores ndo devem deixar de transmitir informacGes acerca do
estadio atual dos conceitos, e sempre estando disponivel a modificagdes caso tal abordagem

didatica ndo esteja fluindo como planejado.
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De fato progresso aqui apresentado, ainda aborda partes introdutérias do tema da
Sequéncia de Padovan e do nimero plastico. Muito se h4 o que estudar em temas como o
comportamento em um espaco multidimensional, bem como o estudo de outras propriedades.
Além disso, formas alternativas de visualizacdo podem ser apoiadas por softwares matematicos
como: GeoGebra, Scilab, wMéaxima e etc.

Diante desse objeto de estudo em associagdo com as duas metodologias, sendo uma de
pesquisa e outra de ensino, sugerimos para trabalhos futuros a aplicacdo das situaces-problema
propostas num curso de formacéo inicial de professores, mais especificamente no curso de
licenciatura em matematica, visando realizar significativas contribuices para a area de ensino
de sequéncias e para estimular o lado investigativo dos futuros docentes que ainda estdo em

formacéo.
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