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Resumo

A Teoria dos NUmeros € uma das areas da matematica que possui aprecidveis aplicagdes na educacdo basica,
principalmente nos anos finais do ensino fundamental, e para compreendermos com vigor essas inumeraveis praticas,
faz-se necessario o entendimento dos conceitos basicos da Aritmética Modular. Este trabalho objetivou apresentar os
conceitos basicos de Aritmética Modular e relacionar de forma ludica o conceito de inteiros médulos 7 por intermédio
das sete notas musicais. A pesquisa recomenda expor uma sugestdo metodoldgica, por meio do anel (Z7, +, X), no
processo de ensino e aprendizagem de matematica para alunos dos anos finais do ensino fundamental. E evidente
lembrar que desenvolver procedimentos metodolégicos que possam auxiliar fortemente o ensino e aprendizagem de
matematica sdo critérios fundamentais para aprimorar o processo de popularizagdo desta ciéncia, muitas vezes
renegada, porém de extrema importancia para a evolugéo cientifica e tecnoldgica. Espera-se que nossas projecdes para
compreensdo de modelos mateméticos sejam debatidas, no designio de fortalecer inteiramente o ensino de
matematica.

Palavras—chave: Ensino e aprendizagem de matematica; Aritmética Modular; As notas musicais.

Abstract

Number Theory is one of the areas of mathematics that has considerable applications in basic education, especially in
the final years of elementary school, and in order to vigorously understand these innumerable practices, it is necessary
to understand the basic concepts of Modular Arithmetic. This work aimed to present the basic concepts of Modular
Arithmetic and to relate in a playful way the concept of entire modules 7 through the seven musical notes. The
research recommends exposing a methodological suggestion, through the ring (Z7, +, x), in the process of teaching
and learning mathematics for students in the final years of elementary school. It is evident to remember that
developing methodological procedures that can strongly assist the teaching and learning of mathematics are
fundamental criteria for improving the popularization process of this science, often reneged, but of extreme
importance for scientific and technological evolution. It is expected that our projections for understanding
mathematical models will be debated, with the aim of fully strengthening the teaching of mathematics.

Keywords: Teaching and learning of mathematics, Modular Arithmetic, Musical notes.
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Resumen

La Teoria de NUmeros es una de las areas de la matematica que tiene aplicaciones apreciables en la educacion basica,
especialmente en los Gltimos afios de la escuela primaria, y para comprender con vigor estas innumerables précticas,
es necesario comprender los conceptos basicos de la Aritmética Modular. Este trabajo tuvo como objetivo presentar
los conceptos basicos de la Aritmética Modular y relacionar de manera ltdica el concepto de médulos completos 7 a
través de las siete notas musicales. La investigacion recomienda exponer una sugerencia metodoldgica, a través del
anillo (Z7, +, x), en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas para los estudiantes de los Gltimos afios
de la escuela primaria. Es evidente recordar que desarrollar procedimientos metodolégicos que puedan ayudar
fuertemente a la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas son criterios fundamentales para mejorar el proceso de
divulgacién de esta ciencia, muchas veces renegada, pero de extrema importancia para la evolucién cientifica y
tecnoldgica. Se espera que se debatan nuestras proyecciones para la comprension de modelos matemaéticos, con el
objetivo de fortalecer plenamente la ensefianza de las matematicas.

Palabras clave: Ensefianza y aprendizaje de las matematicas, Aritmética modular, Notas musicales.

1. Introducéo

Este artigo foi desenvolvido a partir de um projeto de pesquisa apoiado pela pro-reitora de pesquisa, pos-graduagéo e
inovacdo (PRPPI) do Instituto Federal de Alagoas (Ifal) com financiamento pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento
Cientifico e Tecnoldgico - CNPq e efetivado por membros do GALC (Geometria, Algebra, Logica e Combinatdria), Grupo de
Pesquisa certificado pelo CNPq, vinculado ao Ifal, que tem como proposta pesquisar e expor novas metodologias e praticas
inovadoras para o ensino e aprendizagem de matematica.

Com toda evolugao cientifica e tecnoldgica presente no mundo contemporaneo, a escola de educagdo bésica deve se
adequar ao inerente enriquecimento de propostas pedagdgicas que visam aproximar o aluno de sua verdadeira realidade, em
particular, o ensino de matematica nos traz inimeras possibilidades de concretizar com eficiéncia essas praticas.

Pontes e da Silva (2020) afirmam que a escola vem sofrendo distintas modificacBes estruturais, contextuais e
metodoldgicas para acompanhar o desenvolvimento da sociedade. Uma das ciéncias que mais suportou com essa mutagdo
educacional foi a matematica. No mundo contemporaneo se faz indispensavel instituir estruturas modernas para que a pratica
pedagdgica empregada no ensino de matematica possa adaptar-se as novas tecnologias da comunicagdo e informagdo,
influenciando positivamente no desenvolvimento cognitivo do educando. A escola é o componente facilitador e o professor o
mediador no processo de ensino e aprendizagem de matematica. “A matematica nas escolas ainda ¢ vista como algo
fragmentado, com ensinos mecanizados, descontextualizados, com base em memorizacdo, levantando uma barreira quanto ao
real objetivo do ensino [...]”. (Rocha et al., 2019, p.41)

Umas das preocupacdes e inquietaces de pesquisadores e educadores matematicos encontram-se em obter estratégias
dirigidas ao ensino e aprendizagem de matematica, de modo que o educando torne-se um agente ativo desse processo,
minimizando suas angustias e fortalecendo suas habilidades para a compreensdo plena dos modelos propostos. Ao se ponderar
no ensino da matematica, Souza (2018, p.377) afirma que “um dos grandes desafios é estimular os alunos para que
desenvolvam autonomia e seguranga na realizacdo das atividades escolares e cotidianas, para que desenvolvam o raciocinio
16gico, bem como a capacidade de abstrair e generalizar” E importante lembrar que os primeiros passos, nas bancas escolares,

0 educando se depara com a principal simbologia para o entendimento da matematica: 0s nimeraos.

Essa grande invencdo chamada NUMEROS, que poderiamos claramente considerar como uma aptid&o inata
do ser humano causou um impacto na histéria do homem. Matematica e Nimeros se confundem, uma nao
vive sem a outra, e principalmente, causam certa rejeicéo, pela dificuldade de manuseio, determinada muitas
vezes pela resisténcia da sociedade em ndo querer aceitd-las como uma linguagem proépria e fundamental
para a evolucéo da humanidade. (Pontes, 2017, p.168)
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A Teoria dos NUmeros é uma area da matematica que possui consideraveis aplicacbes na educacdo basica, e para
compreendermos com eficacia essas incontaveis praticas, faz-se necessario o entendimento dos conceitos basicos da Aritmética

Modular. Este trabalho objetivou:

(i) Apresentar os conceitos basicos de Aritmética Modular sugerida por Gauss em um trabalho publicado em 1801,
chamado Disquisitiones Arithmeticae.

(if) Relacionar de forma ludica o conceito de inteiros mddulos 7 por intermédio das sete notas musicais.

Essa aplicacdo visa mostrar uma forma de trabalhar a Aritmética Modular, em sala de aula, com alunos dos anos finais

do ensino fundamental, proporcionando-lhes melhores habilidades para o entendimento de conceitos matematicos.

2. Fundamentacdo Tedrica

Nesta se¢@o, basicamente apresentaremos os conceitos fundamentais para o desenvolvimento do artigo. “Devemos
encontrar meios para desenvolver, nos alunos, a capacidade de ler e interpretar o dominio da matematica”. (Hein &
Biembengut, 2003, p.9). Pontes et al. (2020) afirmam que a escola deve ndo s6 apenas se preocupar com a aprendizagem de
conteidos, mas, igualmente, com a aprendizagem de novas estratégias para o aperfeicoamento do ato de ensinar e aprender
matematica.

Definicdo (Divisibilidade): Sejam a, b inteiros. Dizemos que a divide b se existir um inteiro c tal que b = a-c.
Notacgdo: a| b

Defini¢do (Congruéncia): Se a, b e m sdo inteiros (m > 0), dizemos que a ¢é congruente a b médulo m se m | (b — a).
Afirmar que a é congruente a b modulo m significa dizer que a e b deixam 0 mesmo resto quando divididos por m. Notacéo:
a = b mod m.

Uma definicdo bastante usual em algebra abstrata é a de uma estrutura algébrica que consiste num conjunto associado
a uma ou mais operagdes sobre o conjunto que satisfazem certos axiomas. Defini¢do (Anel): Seja A um conjunto ndo vazio, no
qual definimos duas operagdes: +:AxA —» Ae-: AxA — A, denominadas soma e produto em A. Entdo, a estrutura algébrica

(A4, +,") é um anel comutativo, se as seguintes propriedades sdo verificadas para todo a, b, ¢ € A:

Sl)a+b+c)=(a+b)+c
(S2)30 €4, a+0=0+a=a

(S3) Va € A,3um Unico —a € A, talquea + (—a) = 0
(S4)a+b=b+a

(P)a-(b-c)y=(a-b)-c

(P2)a-b=b-a

(P3)31€4,1#0,a-1=1a=a
(SP)a-(b+c)=a-b+a-c;(a+b)-c=a-c+b-c

Seja Z,, ={0,1,2,3,...,m — 1} o conjunto dos inteiros médulo m, também denotado classe de residuos inteiros
modulo m. Z,, representa o conjunto de todos os restos da divisdo de qualquer nimero natural b por m. Este trabalho

fundamenta-se, apenas, no estudo do conjunto dos inteiros médulo 7: Z,.

Z, =1{0,1,2,3,4,5,6}
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Definamos duas operac¢@es (soma e produto) em Z.:

a. +:Z,xZ; - Z,[a+ bmodm éoresto dadivisdo de a + b por m] [Tabela 1]

b. -:Z,xZ, - Z,.[a-bmod m € oresto da divisdo de a - b por m] [Tabela 2]

Tabela 1: Somaem Z,.

+ 0 1 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6 0
2 2 8 4 5 6 0 1
3 3 4 5 6 0 1 2
4 4 5 6 0 1 2 3
5 5 6 0 1 2 3 4

Fonte: Autores.

Tabela 2: Multiplicagéo em Z,.

0 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0 6 5 4 3 2 1

Fonte: Autores.

Observe que a estrutura algébrica (Z,, +,) € um anel comutativo, ja que, satisfaz a associatividade da soma (S1) e
produto (P1), a existéncia do elemento neutro da soma (S2), o elemento simétrico da soma (S3), a comutatividade da soma
(S4) e do produto (P2), a distributividade do produto em relagdo a soma (SP) e o elemento da unidade da multiplicacdo (P3).
Além disso, todos os elementos de Z,, exceto o elemento neutro da soma, sdo invertiveis, ou seja, para todo ¢ = a-
bmodm € Z, existeum c~! € Z,, tal que ¢ - ¢! = 1: pela Tabela 2, nota-se que o inverso de 1 e de 6 s&o eles mesmos, 0
inverso de 2 é 4, e, vice-versa, de 3 é 5, e, vice-versa. Z, é um corpo! Um resultado bastante interessante, diz-se que: Z,, é
um corpo se, e somente se, m € primo.

A face do apresentado, a pesquisa propde exibir uma sugestdo metodoldgica, por meio do anel (Z,, +,"), no processo

de ensino e aprendizagem de matematica para alunos dos anos finais do ensino fundamental. A intencdo nédo é testar a
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eficiéncia do modelo sugerido, mas dar possibilidades de melhorar a pratica em relacdo ao ato de ensinar e aprender
matematica no estudo de divisibilidade. “O ensino da Matematica desde seu primeiro contato deve estabelecer um processo de
construcdo do conhecimento de modo dindmico e integrado, onde o professor tem como papel importante de promover a
cognicdo matematica do aluno”. (Araljo; Menezes & Bezerra, 2019, p.3)

Pontes (2018) assegura que as percepgdes estratégias de ensinar e de aprender matematica, executadas pelo mediador
do conhecimento (professor) e o explorador do conhecimento (aluno), respectivamente, sdo imprescindiveis para o
funcionamento pleno do modelo proposto, sempre em busca dos melhores caminhos para o desenvolvimento do saber
matematico. “O professor desempenha uma funcéo insubstituivel no processo educativo e para isso precisa esta estimulado e

totalmente preparado para desempenhar esse papel de mediador do conhecimento”. (Pontes & Pontes, 2021, p.8)

3. Metodologia

A metodologia empregada para a realizagdo do estudo proposto, que incidiu em pontuar algumas observacdes acerca
da definigcdo de divisibilidade, congruéncia e anel, utilizando esses conceitos na construcdo da estrutura algébrica (Z5, +,")
aplicado as sete notas musicais e seus acordes. “Fazer pesquisa ¢ uma atividade intelectual bastante dindmica e que visa
responder uma série de incertezas produzidas por outros pesquisadores, da area em discussdo, na intencdo de compreender a
realidade que nos cerca”. (Pontes, 2019a, p.4)

N&o obstante, o presente trabalho buscou despontar a importancia da Teoria dos NUmeros na compreensdo dos
conceitos de divisibilidade fazendo com que os alunos do ensino fundamental anos finais pudessem relacionar com o seu
cotidiano. Essa pratica é bastante acentuada porque pode fazer com que os educandos se preocupem cada vez mais com a
matematica e suas aplicacdes.

4. Resultados e Discussao

Em presenca de toda transformacdo cientifica do mundo contemporéneo, a admissdo do ludico no ensino e
aprendizagem de matemaética, decompde 0s conceitos abstratos, dos modelos matematicos, em estruturas concretas e reais para
os educandos, no ensino fundamental dos anos finais. Essa pratica pedagdgica de ensinar e aprender matematica conecta a
atencdo do aluno, e, consequentemente, faz com que possa buscar as solugdes ideais para as atividades propostas. “A educagdo
matematica como area de conhecimento tem se preocupado, dentre outros aspectos, em remover 0 cunho propedéutico e
associar as especialidades matematicas e os demais ramos do conhecimento, tratando os contetidos transversalmente”. (Alves
etal., 2021, p.2)

Diante do exposto, esse trabalho proporciona uma sugestdo do emprego do Anel (Z,,+,") por meio das sete notas
musicais e seus acordes. A ideia é brincar com soma e produto de nimeros naturais dentro de uma estrutura algébrica, de modo
que o aluno possa desenvolver toda sua habilidade para compreender os conceitos de divisibilidade. “O ensino de matematica
torna-se prazeroso quando o aprendiz percebe o quanto esta ciéncia explica os fendmenos do mundo em que ele vive”. (Pontes,
2019b, p.29)

O alfabeto musical comporta acrescentar as frequéncias dos sons, e, é representado por sete notas monossilabicas
(Figura 1): D6, Ré, Mi, F4, Sol, L4 e Si.
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Figura 1: As sete notas musicais.

Do [Ré | Mi

Fonte: www.google.com.

O acorde é uma combinacdo aleatéria de notas musicais tocadas concomitantemente, soando em harmonia. A

estrutura basica de um acorde é a triade, formadas por trés notas (Figura 2). Nota-se 0 que distingue um acorde sdo as trés
notas de sua triade. Por exemplo, um acorde de C (Triade): “C” a tdnica, “E” a terca e “G” a quinta.

Figura 2: Estrutura de um acorde: Triade.

Triade C Triade D Triade E

Fodb o

Triade G

Triade A Triade B

Fonte: https://planetamusica.net/wp-content/uploads/2019/04/1mage04.jpg

Assim sendo, seguindo as Triades, definiremos o conjunto dos inteiros médulos m, como sendo o conjunto das sete notas
musicais (Tabela 3):

Z,=1{0,1,2,3,4,5,6} ={A, B, C, D, E, F, G} = {L4, Si, D6, Ré, Mi, F&, Sol}

Tabela 3: Estrutura algébrica das notas musicais.
0 1 2 3 4 5 6
A B C D E F G
L& Si D6 Ré Mi Fa Sol

Fonte: Autores.

A partir de novas praticas no processo de ensino e aprendizagem de matematica, que observamos a necessidade de

trabalharmos com metodologias diferenciadas, de modo a diminuir as defasagens entre a forma abstrata e a maneira concreta
de compreender o modelo matematico.

As estratégias de ensinar e aprender matematica deve conviver em conexdo com ambientes de desenvolvimento
cognitivo que propiciem a intui¢do e a criatividade do educando. Assim, para Enriquez (2015, p.2 e 3):
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As estratégias de ensino consistem em um conjunto de decisdes que os professores tomam para abordar um
determinado tema, partindo de um objetivo prévio, ou seja, sdo as orientacdes geradas pelo professor no momento de
realizar uma determinada tarefa. As estratégias de ensino dao ao professor uma variedade de alternativas para planejar
aulas de diferentes formas, com a finalidade de fortalecer e fornecer aos estudantes possibilidades para que alcance o
objetivo previsto em qualquer tarefa proposta pelo professor.

Uma atividade que pode ser desenvolvida em sala de aula, que pode gerar motivagdo necessaria para compreensdo de
modelos matematicos é o emprego das triades musicais associadas as defini¢cGes de divisibilidade e congruéncia. O objetivo é

fazer todas as operacfes de soma e produto em Z, por intermédio das triades musicais (Tabela 4), resultando:

Do: acorde de C (D) que sdo as trés notas de sua Triade C: C (Do) € a Tonica, E (Mi) a terca e G (Sol) a Quinta.
Segue, D6+ Mi+Sol=(2+4+6)mod7 =5=FaeDbé-Mi-Sol=(2-4-6)mod7 =6=Sol

Ré: o acorde de D (Ré) que séo as trés notas de sua Triade D: D (Ré) é a Tonica, F (F4) a Terca e A (L&) a Quinta.
Dai,Ré +Fa+La=(3+5+0)mod7=1=S{eRé-Fa-La=(3-5-0)mod 7 =1=L4

Mi: o acorde de E (Mi) que séo as trés notas de sua Triade E: E (Mi) é a Tonica, G (Sol) a Terca e B (Si) a Quinta.
Temos, Mi+Sol+Si=(4+6+1)mod7=4=MieRé-Fa-La=(4-6-1)mod 7 =3 =Ré.

F&: o acorde de F (F&) que sdo as trés notas de sua Triade F: F (Fa) é a Tonica, A (L&) a Terca e C (D9) a Quinta.
Temos, FA+ L4+ D6=(5+0+2)mod7 =0=L&4eFa-L&4-D6=(5-0-2)mod 7 =0=LA4.

Sol: o acorde de G (Sol) que sdo as trés notas de sua Triade G: G (Sol) é a Tonica, B (Si) a Terca e D (Ré) a Quinta.
Temos, Sol +Si+Ré=(6+1+3)mod7 =3=RéeSol-Si-Ré=(6-1-3)mod7 =4=Mi.

La: o acorde de A (L&) que sdo as trés notas de sua Triade A: A (L&) € a Tonica, C (D) a Terca e E (Mi) a Quinta.
Temos, LA+ D6 +Mi=(0+2+4)mod7=6=SoleL4d-D6-Mi=(0-2-4)mod7 =0=LA4

Si: 0 acorde de B (Si) que sdo as trés notas de sua Triade B: B (Si) é a Tonica, D (Ré) a Tercga e F (Fa) a Quinta.
Temos, Si+Ré+Fa=(14+3+5mod7 =2=DbéeSi-Ré-Fa=(1-3-5)mod 7 =1=Si.

Tabela 4: Soma e Produto das Triades musicais.

Triade La Si D6 Ré Mi Fa Sol
Soma das Sol D6 Fa Si Mi La Ré
Notas
Produto L& Si Sol L& Ré La Mi
das Notas

Fonte: Autores.

Outras possibilidades poderiam ser sugeridas, por exemplo, 0 quociente entre notas musicais, exatamente pela
existéncia do inverso multiplicativo em Z,. Observe que ];—: =D6-Fa ' =D6-Ré=2-3=6=Sol. Nota-se que foi
necessario encontrar uma nota de tal modo que F4+-Fa™! = 5-x = 1, dai, pela tabela 2, x = 3, entdo Fa~! = Ré. A Tabela 5
mostra todos os inversos multiplicativos de cada nota musical. Lembre-se que L& é o elemento neutro da soma, nao se aplica o

inverso multiplicativo.
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Tabela 5: Inverso multiplicativo de cada nota musical.

Lat Sit D6? Ré? Mit Fat Solt

Néo se aplica Si Mi Fa Do Ré Sol

Fonte: Autores.

Acreditamos que tal aplicacdo deveria ser aprofundada no ensino fundamental nos anos finais, visto sua aplicabilidade
no dia-a-dia de qualquer jovem. Contudo, ndo seria correto transmitir todos esses conceitos e relacBes sem perder o
fundamento intencional da proposta sugerida: a divisibilidade. Ac¢Bes desta natureza instituem mecanismos naturais para o
aprendiz se motivar a usar fundamentos matematicos com maior eficacia, de modo a fortalecer o gosto pela ciéncia dos

padrdes e das coisas.

A primeira vista, poderiamos supor que seria suficiente descrever os diferentes modos de ensinar a Matematica,

Porém, logo veremos que isto ndo é tdo simples e, muito menos, suficiente, uma vez que, por trds de cada modo de

ensinar, esconde-se uma particular concepgdo de aprendizagem, de ensino, de Matematica e de Educacédo (Fiorentini,

1995, p.4).

O primeiro e 0 mais basico propdsito de estudar matemética com significados é perceber toda uma aplicabilidade
ocultada nas abstragdes, férmulas e equagdes, tantas vezes apresentadas nas bancas escolares, e, na sua maioria, rejeitada por
grande parte dos alunos. “O professor pode passar uma informacdo, mas verdadeiramente ensina seus alunos quando sabe
converter essa informagdo em conhecimento, tranformando-os™. (Selbach et al, 2010, p,18) A forca deste artigo encontra-se no
entendimento da possibilidade de interacdo de topicos de matematica académicos realimentados na educacdo bésica, com 0

designio de convencer que a matematica esta em tudo.

4. Consideracdes Finais

A utilizagdo de novas projecGes para 0 ensino e aprendizagem de matematica realimenta o aprendiz a buscar novas
possibilidades de se interessar por modelos abstratos, entretanto de uma vasta aplicabilidade em seu cotidiano. E
imprescindivel que essa mudanga de paradigmas possibilite professor e aluno a estarem amplamente fortalecidos e motivados,
de modo a aprimorar técnicas que possam delimitar a mateméatica como ciéncia das coisas.

Percebe-se que a aritmética modular, por intermédio dos inteiros médulo m, nos proporciona uma alternativa plausivel
para a compreensdo de conceitos de divisibilidade na educacdo basica. Desta forma, sugerimos o uso do anel (Z, +,x) como
possibilidade real de desmistificar os modelos matematicos na educacéo bésica.

E inegavel ressaltar que desenvolver praticas metodoldgicas que possam auxiliar intensamente o ensino e
aprendizagem de matemaética sdo critérios fundamentais para melhorar o processo de popularizagdo desta ciéncia, muitas vezes
renegada, porém de extrema importancia para a evolucdo cientifica e tecnoldgica. Espera-se que nossas projecdes para

compreensdo de modelos matematicos sejam discutidas, no intuito de fortalecer plenamente o ensino de matematica.
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