Research, Society and Development, v. 10, n. 7, €16310716401, 2021
(CC BY 4.0) | ISSN 2525-3409 | DOI: http://dx.doi.org/10.33448/rsd-v10i7.16401

Solucéo exata da equacéo de Schrodinger para movimento de uma particula em um

campo magnetico paramétrico

Exact solution of the Schrodinger equation for the movement of a particle in a parametric magnetic
field

Soluciodn exacta de la ecuacion de Schrédinger para el movimiento de una particula en un campo

magnético parametrico

Recebido: 22/05/2021 | Revisado: 29/05/2021 | Aceito: 04/06/2021 | Publicado: 17/06/2021

Jodo Bosco Soares Pampolha Junior
ORCID: https://orcid.org/0000-0002-6620-1847
Instituto Federal do Para, Brasil

E-mail: joao.pampolha@ifpa.edu.br

Charles da Rocha Silva

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-4034-8813
Instituto Federal do Para, Brasil

Universidade Federal do Para, Brasil

E-mail: charles.rocha@ifpa.edu.br

Jodo Paulo da Silva Alves

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-0181-1473
Instituto Federal do Para, Brasil

Universidade Federal do Pard, Brasil

E-mail: joao.alves@ifpa.edu.br

Renato Germano

ORCID: https://orcid.org/0000-0001-7052-2152
Universidade Federal do Pard, Brasil

E-mail: rgermano@ufpa.br

Damido Pedro Meira Filho

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-0421-1094
Instituto Federal do Para, Brasil

Universidade Federal do Oeste do Para, Brasil
E-mail: damiao.meira@ifpa.edu.br

Resumo

Resolvemos de modo exato a equagdo de Schrddinger para um sistema quadratico dependente do tempo para uma
particula que se movimenta sob a influéncia de um campo magnético com oscilacdo paramétrica. Aplicamos o método
de desacoplamento, o qual adota uma transformacéo de coordenadas espaco-temporal de Ray-Reid (Nassar, 1990). A
ideia fundamental do problema é obter uma equacéo tipo particula livre de Schrédinger. Desse modo, foi possivel
determinar a funcdo de onda e a densidade de probabilidade da particula na forma de uma funcdo de vibracéo
paramétrica. Mostramos que as regides de estabilidades e instabilidades sdo determinadas pelo espaco de fase
definidos pelos pardmetros de controle da equacéo. Determinamos, como resultado inédito, os valores discretos que o
campo magnético pode assumir em termos das funcfes de Mathieu.

Palavras-chave: Equacdo de Schrodinger; Sistema quadratico dependente do tempo; Transformacdo espaco-
temporal; Equacdo e funcdes de Mathieu; Ressonancia e oscilagdes paramétricas.

Abstract

We solved the Schrodinger equation exactly for a time-dependent quadratic system for a particle that moves under the
influence of a magnetic field with parametric oscillation. We apply the decoupling method, which adopts a
transformation of Ray-Reid's spatio-temporal coordinates (Nassar, 1990). The fundamental idea of the problem is to
obtain a Schrodinger free particle equation. In this way, it was possible to determine the wave function and the
probability density of the particle in the form of a parametric vibration function. We show that the regions of stability
and instability are determined by the phase space defined by the equation's control parameters. We determined, as an
unprecedented result, the discrete values that the magnetic field can assume in terms of Mathieu functions.

Keywords: Schrddinger's Equation; Time-dependent quadratic system; Spatio-temporal transformation; Mathieu
equation and functions; Resonance and parametric oscillations.
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Resumen

Resolvimos la ecuacién de Schrodinger exactamente para un sistema cuadratico dependiente del tiempo para una
particula que se mueve bajo la influencia de un campo magnético con oscilacién paramétrica. Aplicamos el método de
desacoplamiento, que adopta una transformacion de las coordenadas espacio-temporales de Ray-Reid (Nassar, 1990).
La idea fundamental del problema es obtener una ecuacion de particulas libres de Schrédinger. De esta forma, fue
posible determinar la funcion de onda y la densidad de probabilidad de la particula en forma de funcion de vibracion
paramétrica. Mostramos que las regiones de estabilidad e inestabilidad estan determinadas por el espacio de fase
definido por los pardmetros de control de la ecuacion. Determinamos, como resultado sin precedentes, los valores
discretos que el campo magnético puede asumir en términos de funciones de Mathieu.

Palabras clave: Ecuacion de Schrodinger; Sistema cuadratico dependiente del tiempo; Transformacién espacio-
temporal; Ecuacion y funciones de Mathieu; Resonancia y oscilaciones paramétricas.

1. Introducéo

Este artigo é dedicado & solugdo exata analitica da equacdo de Schrodinger para uma lagrangeana quadratica
dependente do tempo. Muitos fendmenos fisicos na escala atdmica foram elucidados para os casos de sistemas dindmicos com
propriedades lineares. No entanto, a maioria dos fendmenos encontrados na natureza possuem fontes que obedecem a uma
dindmica ndo-linear, cujos pardmetros sdo dependentes da posicdo ou do tempo. Nesses casos, recorremos aos métodos
perturbativos ou numéricos (Sudiarta, 2008), que por sinal sdo muito limitados, deixando a desejar informagdes mais
detalhadas do sistema. Um desses sistemas, que possui grande importancia e aplicabilidade em varios ramos da ciéncia, é 0
descrito pelas oscilagdes paramétricas. Ha na literatura outros trabalhos relevantes nessa linha para soluc@es exatas analiticas
usando outras geometrias (Schmidt, 2019 e 2020) e extensGes para campos elétricos, Jesus et. al. (1999).

A fisica paramétrica tem sido uma &rea de intensas pesquisas nas Ultimas décadas, principalmente em fisica teorica,
matematica e engenharia. E um estudo voltado principalmente ao tratamento das ressonancias paramétricas de sistemas no-
lineares. Essas oscilacBes sdo estudadas em trés modelos dindmicos: vibragfes paramétricas (Magnus, 1966), vibracdes néo-
lineares com amortecimento linear (equacdo de Duffing) e as vibracdes com amortecimento ndo-linear (equacdo Van der Pol).
Essas equacdes sdo caracterizadas pela dependéncia temporal de um dos pardmetros de controle, a qual leva a uma variacdo da
amplitude da oscilacéo.

No caso especifico da equacdo de Hill (Magnus, 1966), temos duas subclasses bastante conhecidas na literatura: as
equacdes de Mathieu (Mathieu, 1868) e as de Lamé (Magnus, 1966). As equacdes de Mathieu, de que trata este trabalho, um
dos pardmetros (pardmetros de controle) é uma fungdo trigonométrica do tipo seno ou cosseno. As solucdes, dessas equacdes
apresentam infinitas bandas de ressonancia no espaco de fase definido a partir dos seus pardmetros é mostrado no diagrama de
Strutt (Nayfeh & Mook, 1979) e possuem uma expressao fechada para o expoente de Floquet (Floquet, 1883), as equacfes de
Lamé sdo aquelas em que um dos pardmetros é uma funcéo eliptica de Jacobi (Filho, 1994).

Em regime de pequenas oscilagcBes encontramos diversos sistemas que sdo descritos pela equacdo de Mathieu. O
pardmetro temporal que controla 0o seu movimento mostra que, em determinadas condi¢Bes, as amplitudes das oscilagdes
aumentam rapidamente dizemos, nesse caso, que o sistema estd em um regime de instabilidade paramétrica, fora desse regime
a amplitude de oscilagdo mantém-se constante e o sistema é estavel. Essas oscilagbes sdo bastante comuns em casos simples de
fisica-matematica, como de um péndulo de comprimento varidvel com o tempo e ponto de suspensdo com movimento na
direcdo vertical (Landau, 1971). Em situagdes com maior complexibilidade encontramos, por exemplo: a producdo de
particulas na presenca de campos eletromagnéticos fortes (Grib, 1994); em processos de polarizacdo de meios dpticos (fibras
opticas); em circuitos RLC os efeitos nédo-lineares ocorrem devido a variagcdo periddicas da capacitancia, levando ao
aparecimento dos amplificadores paramétricos; em fisica de particulas e campos os fendmenos de ressonancia paramétrica
funcionam como um mecanismo de produgdo de matéria (Zanchin, 1998); em Condensados de Bose-Einstein ocorre
ressonancia paramétrica nas distancias relativas entre dois sélitons (Barros, 2005). Diante das diversas evidéncias e
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aplicabilidades desse movimento em varias areas da ciéncia, apresentamos um estudo nesta direcdo. Neste artigo calculamos o
Propagador de Feynman da equacdo de Schrddinger para uma particula em um campo magnético paramétrico tipo funcao de
Mathieu; esse problema generaliza o problema de Landau para uma particula em um campo magnético constante (Landau,
1977). Para resolver o problema usamos uma técnica desacoplante envolvendo uma transformacdo de varidveis envolvendo

espaco e tempo — transformac&o espaco-temporal (Bassalo, 1993).

A metodologia usada neste trabalho serd uma pesquisa de origem teérica e qualitativa (Demo, 2000), pois iremos
aprimorar fundamentos tedricos relevantes no ambito da mecanica quantica via equacdo de Schrddinger, tentando
compreender fendmenos ligados ao movimento de particulas sujeitas a campos magnéticos. Outra maneira de abordar
esse contelldo de forma investigativa no ensino de Fisica, principalmente voltada para o ensino médio e graduacédo
poderia ser elaborada como Silva et. al (2020).

2. Movimento para um Campo Magnético Paramétrico Externo

Considere o operador hamiltoniano de uma particula na presenca de um campo magnético

a=2[(p+2a)] P=pitp+pk @)

Escolhendo o potencial vetor derivado da intensidade do campo magnético e tomando a direcdo do eixo-z, para 0 campo

magnetico. Tal que (4, = A; = 0), entdo,

At y) = —H D)y, 2
Considere a intensidade do campo magnético na forma paramétrica

Hit) = H,alt), a(t) =1 — 4g°coswt )
O operador hamiltoniano do sistema equagdo (1) é dado explicitamente usando equacgdes (2) e (3) em (1).

Hp.) = - [52 - S H,a(t)]® + - (55 +52), ()

este operador ndo contém as coordenadas x e z explicitamente, portanto, as componentes do momento nessas direcbes

s I x = o 3 I x
comutam com H, isto é, §, e g, sdo conservados. A equacgdo de onda H%¥ = LEE & correspondente a hamiltoniana equacéo

(4) é dada por:

L a1 f# : s a8 I P .y
I—pf +§(;1H".;.j| a(t)y® + —H,alt) v, + — (5} +p§]}?—" =ih—¥ (5)

2m ot
A relacdo de comutacdo entre o operador diferencial momento e posicdo impdem a condicéo,

Pixi — xih = —héy (Lk =x.y.2) (6)
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Tal que a equacéo (5) tome a forma,

v & L - £ : n a g N o e

miw=L {2 s (C5,) a)y® + 2 W, y + @7 + D)9 @)
Para resolver a equacéo acima, vamos considerar a transformacéo polar complexa,

Uy zt) = exp [t (pyx + ;2| (3.0 ®)
Apo6s uma manipulagdo algébrica obtemos,

s #(y.t) = —piely.t) + (A0 + 257 +57) + (2) 120 0) ©)

definindo covenientemente as funcdes:

B® = (=) al) (10)
e
v(e) = (25 al) (11)

Para que a equagéo (9) tome a forma da equacdo de Schrédinger com hamiltoniano de um sistema quadratico dependente do

tempo (Bassalo, 1993) usamos a transformacéo:

#(y.t) = exp[y t] y(y.t) (12)
Que substituida na equacdo (09), encontramos,

y=-Z(p2vem + &) (13)

Para determinar a funcdo y(y,t) devemos resolver a seguinte uma equagdo diferencial de Schrddinger do tipo

lagrangeano quadratico dependente do tempo (Bassalo, 1993),
2 .8 = — 72 0,8 + LB y* — cOy] 40 (14)
thxly.th = ——Fyly. Shttly” —elthy| iy,

sendo:
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mp e Hy

bit) = %‘H’? (1 — 4g° coswt), clt) = — 1 — 4g°coswt (15)
Nessas condi¢des a funcdo (11) é reescrita como

(y.) = exp [ - (6772 + E) t] 43 0) (16)
Para determinar a solugéo da equagdo (14), lancamos mé&o do reescalonamento do espago-temporal (Bassalo, 1993)

y = s(z)y + plr), com % = ult) (17)

Nesse novo sistema de coordenadas, dado pela equagdo (17) e tomando (h=1), a equacao (14) toma a seguinte forma

iy % + {Ef -I—%) ai_f] Xy =- 1 a—:}(_'-l— [f b(t)(s¥ -I—pi: —e(t) sy + )X (18)

=z 2ms? 325

Usando a transformagdo WKB (Wentzel, 1981), temos
X(p.1) = explifiy. ol 0ly.7) (19)

Desta forma, nesse novo sistema de coordenadas obtemos:

ez llred) - (Rl - ()] L oD - ey -

clsy+ p]]}@{f. ) =10

(20)
Nas condi¢des desejadas de particula livre (Bassalo, 1993), obtemos as seguintes condi¢es:
() fG.0) =msup'y +ss'muy® + 5 2,75 + 2 pp+ 2 100) (21)
(m Bl + hi(1 —4g° cos® wilp(t) = 81 —4g°cos* wit) =0, (22)
N
c m=C
@y £t} + wi[l —neos® wt]slt) =0, wg = e (23)

Essa é a equacdo de Mathieu, é uma equacdo diferencial ordinaria, tem grande importancia em diversas areas da fisica

e da matematica, especialmente na anélise de comportamento oscilatério e coordenadas elipticas cilindricas, sendo, s, a
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frequéncia natural de oscilagéo do sistema, « a frequéncia com a qual o parametro oscilante varia e (i =4g") a amplitude de

variacdo da frequéncia natural. A Equagdo de Mathieu, é uma subclasse das equacdes de Hill (Magnus, 1966) bastante
conhecidas e estudadas e que possuem ligacdo com o fendmeno de ressonancia paramétrica: As equacfes de Mathieu séo
definidas pelas funcdes trigonométricas tipo seno ou cosseno. Essas equacgdes apresentam infinitas bandas de ressonancia no

espaco de fase definido pela sua frequéncia natural e, e sua amplitude 7.

(V) mu(t) s*(t) = M, =cte (24)

3. Obtencéo da equacéo de Schrodinger

A partir dos resultados anteriores podemos escrever a equacdo de Schodinger como:

ih— a{;. T) +¢a—a{; =0 (25)

A solucdo ja bem explorada na literatura (Tannoudji, 2006. & Abramowitz, 1965), é dada pela expressao

—
Ii"l i LE) 2= lrd
v Imikr (e

a(y.7) = T oly)exp [ hlrl{J —j,;.]] dy, (26)

A funcdo de onda solucdo da particula num campo magnético paramétrico é, portanto,

Y(x,y,z.t) =exp {'; [px.r +p.z— —( )]} x explif (y. )] 0(5.7) 27)

A densidade de probabilidade quantica, é dada pela expressdo:

pleyzt) =10l = (Z=) 5[ s2()dr’ (28)

zwmh/ s(t)
Um ponto muito importante na equacdo (28), estd no fato de a densidade de probabilidade p(x,y.z.£) apresentar uma
periodicidade paramétrica no modulo da funcdo s(t). Fendmenos como esses ocorrem em sistemas ndo-lineares e sdo mais
faceis de serem visualizados quando se realiza uma andlise paramétrica sobre o sistema. Nesse estudo, geralmente adota-se a
amplitude ou a frequéncia da excitacdo como parametros variaveis, e 0s demais sdo mantidos constantes. Nesse procedimento
o parametro escolhido (parametro de controle) é submetido a mudancas suaves, desse modo, encontramos faixas seguras de
oscilacBes em que a excitagdo ocorre, evitando, assim um comportamento de instabilidade no sistema (cadticos). Ou seja,
evitando que o sistema apresente vibragcGes com amplitude excessiva (ressonancia). Por esta razdo, é importante uma analise

detalhada do comportamento da fungéo s(t) na fungéo que controlar a densidade de probabilidade p(x. y. z. £}, equacdo (28).

Para este fim tomaremos a forma padrédo da equacao de Mathieu (Gutiérrez, 2003).
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d:_'fll.ﬂl
dg?

+ (A —Kk*cosgls(p) =0, (29)

onde:

eHp

A= (P“—*:I e k=29 (30)

c

Esta equacdo tem sido bastante estudada na literatura, as regides para as quais as solucdes sdo aceitaveis dependem

dos valores dados as constantes 4 e k, estdo completamente determinadas para todos os valores dos parametros (Nayfeh e

Mook, 1979).

O diagrama de estabilidade das solucOes estaveis e instaveis podem ser representadas em um espago de fase (kxd)

chamado diagrama de Strutt (Figura 1).

Figura 1: Grafico de {k x ).

Fonte: Nayfeh e Mook (1979).

Na Figura 1 as regides rachuradas representam solugdes instaveis ou de ressonancia, enquanto as ndo rachuradas sao

solucdes estaveis. Os termos estavel e instavel referem-se ao espaco dos pardmetros (k x 47, uma vez que u esta relacionado
aos parametros k. 4, ou de maneira equivalente, atribuindo valores a k. A, obtemos solucdes instaveis ou estaveis da equagdo de
Mathieu. O gréfico é simétrico em relagdo ao eixo 4. Verifica-se no o gréafico, (Figura 1), as regides de estabilidade
predominantes ocorrem para pequenos valores da constante k. Por outro lado, as zonas de instabilidades que ocorrem de forma
intercalada e decrescem para grandes valores da constante ., principalmente devido ao amortecimento, que apesar de néo estar
sendo considerado, esta presente em qualquer oscilador. Os efeitos do amortecimento contribuem para a reducéo das larguras
das zonas de instabilidade (ressonancia paramétricas). A equacgdo (29) apresenta dois pardmetros governando o movimento, a
saber; sua amplitude & com que a frequéncia natural. E possivel escolher valores para os parametros k e 4 de modo a fazer

com que as bandas de instabilidade desaparecam.
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Consideremos a equagdo de (29), as constantes de separagdo k « 4 se relacionam de acordo a equagdo, k= = 4g-4. A
Figura 2, mostra as regides de estabilidades e instabilidades para o caso especifico do movimento da particula num campo
magnético periddico paramétrico.

Figura 2: Grafico de (k x A) para a particula sob potencial tipo Mathieu.

5 T T T
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A

Fonte: Autores.

A sobreposicdo da Figura 1 na Figura 2, resulta no seguinte grafico mostrado na Figura 3, abaixo.

Figura 3: Sobreposicdo das Figuras 1 e 2.

1 T
3 ¥/ ~ X Instavel
K
2
1 ¥
Estavel
0 1 0 | 2 3 4 5
s

Fonte: Autores.

Observar-se na Figura 3 que apenas certos valores (k,: 4,) que satisfazem a condigdo de k= = 4g°1 interceptam a
curva dada pelo diagrama de Strutt dado pela Figura 1. Estes pontos fornecem as solugdes permitidas para o problema da
particula num campo magnético paramétrico. Os pontos (B,.4,) que tornam a funcdo 5@} periddicas podem ser obtidos

alternativamente resolvendo a equagdo (29) através do método de perturbacéo de autovalores (Nayfeh e Mook 1979). Esses

pontos sdo dados pelas equacdes:
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Ay =480 + 4g°1(g)] (31)
ko =2,/g 2511 + 4g71(g)] (32)
Onde:

1) = [77152@)] cos® ¢..dg (33)

4. A Discretizacdo do Campo Magnético Externo
Um resultado interessante obtido das solucdes estaveis para 0 movimento oscilatorio da particula € o aparecimento de
valores discretos para 0 campo magnético externo H,. Os valores que o campo magnético externo pode admitir no movimento

séo dados em fungdo da equacéo (29), observando a equacdo (30), ou seja,
Hy =[] V7 (34)

Neste ponto, ressaltamos a importancia da expressdo (34), 0s campos magnéticos externos podem, em principio, ser

observados experimentalmente.

5. Considerac0es Finais

A transformacdo desacoplante (Bassalo, 1993) permitiu, modo original, um estudo detalhado de um dos diversos
problema de Fisica Quantica relacionados a equagdo de Schrodinger de um sistema quadratico dependente do tempo para
estados quanticos ndo-estacionarios de um campo magnético com oscilagdo paramétrica. O estudo do movimento de uma
particula na presenga de um campo magnético paramétrico evidéncia uma generalizagdo do Problema de Landau (Landau,

1977). Com este estudo foi possivel a observacdo de fatos interessantes, tais como: o aparecimento de uma periodicidade

paramétrica na densidade de probabilidade g(x,y,z,t) de encontrar a particula numa dada regido do espago. Um outro
resultado, de grande interesse tedrico e experimental é a discretizacdo do campo magnético externo F ' (A, ) dado pela

equacdo (35), a qual, caracteriza uma periodicidade nas solugdes estaveis para a equacdo de Mathieu (28). Muitos destes
resultados aqui apresentados encontram-se na dissertacdo de mestrado de Pampolha (1997).

Finalmente, conjectura-se o aparecimento de solucfes cadticas para a regido onde ha instabilidade, como pode ser
observado na Figura 2, as quais podem ser objeto de futuras pesquisas, assim como a generalizacdo deste estudo para duas e

trés dimensdes para o calculo do propagador.
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